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NEUE ENTWICKLUNGEN IN DER METROLOGIE: BAYESODER
FREQUENTISTISCHE STATISTIK?

NEW DEVELOPMENTS IN METROLOGY: BAYESIAN OR FREQUENS-
TIC STATISTICS?

R. Michel

Institut fur Radiodkologie und Strahlenschutz, lremUniversitat Hannover, Deutschland

Zusammenfassung

Messunsicherheiten sind unverzichtbare BestandtkleQualitatskontrolle in allen Berei-
chen der Metrologie. Dies schlief3t auch Quantifiag von Risiken in epidemiologischen
Studien ein. In der Metrologie werden Messunsicbiéen auf der Grundlage des ISO Guide
to the Expression of Uncertainty in Measurement M3UWnd eines kirzlich erschienenen
Supplements zum GUM ermittelt. Da unter den Anwendelfach Verwirrung Uber die sta-
tistischen Grundlagen dieser Methodik herrscht, deer diese Grundlagen hier in einfacher
Form vorgestellt. Insbesondere wird dargestelltsslaur eine Bayes’'sche Theorie der Mess-
unsicherheiten alle Quellen der Unsicherheit besridhktigen kann. Die frequentistische Sta-
tistik kann dies nicht. Ursache ist der Unterschiikeit des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in
den beiden Schulen der Statistik.

Summary

Measurement uncertainties are indispensable elesnghguality control in all fields of me-
trology. This includes also the quantification ks in epidemiological studies. In metrology,
measurement uncertainties are derived on the bafsthe ISO Guide to the Expression of
Uncertainty in Measurement (GUM) and its recentlyblshed Supplement 1. Frequently,
there is confusion among the users about the statifoundation of the GUM. Therefore,
the basics are described here in a simple fornpdriicular, it is explained that only a Bayes-
ian theory of measurement uncertainties is capéblieandle all sources of uncertainty. The
frequentistic statistics cannot achieve this gohe reasons are the differing concepts of
probability in the two schools of statistics.

Schlusselworter Messunsicherheiten, Bayes Statistik, frequenttséisStatistik, Wahrschein-
lichkeit
Keywords measurement uncertainties, Bayesian statistiegyuientistic statistics, probability

1. Einleitung

Wahrend der nahezu drei Jahrzehnte der Arbeit deSKSMA haben sich im Messwesen
dramatische Entwicklungen hinsichtlich der Behandlwon Messunsicherheiten ergeben.
Nachdem Messunsicherheiten in Deutschland beraitshdDIN 1319 standardisiert worden
waren, erschien im Jahr 1995 der ISO ,Guide toetkgression of uncertainty in measure-
ment* (GUM) [1], der heute als international verliche Grundlage zur Bestimmung von
Messunsicherheiten gilt. Die Methodik des GUM ifgemein anerkannt und wurde vielfach
adaptiert. Von den statistischen Grundlagen herdearGUM jedoch nicht frei von Wider-

spruchen, da frequentistische und Bayes-statigtigaisatze miteinander vermengt wurden.
Erst im Jahr 2008 erschien eine Erganzung zum GRIMH der eine Erweiterung der GUM-

543



Methodik auf nicht-linearisierbare Modelle erfolgiad gleichzeitig klargestellt wurde, dass
die GUM-Methodik nur mittels Bayes-Statistik begdidar ist. Dies soll in dieser Arbeit, die
lediglich eine Erlauterung darstellt zur Bayes Tieeder Messunsicherheiten [3,4], deutlich
gemacht werden.

2. Messung, Messwert, Messunsicher heit und Wahr scheinlichkeit

Am Anfang einer Messung steht die Festlegung desddi3e (engl. measurarX])die einen
physikalischen (oder anderen) Effekt beschreildl giner Messung ist es, den wahren Wert
X der MessgroR3e in einer aktuellen Situation zuilmesen. ,Bestimmen® ist hier allerdings
das falsche Wort, da der wahre Wert einer Messgpiflbeipiell unbekannt ist und durch
Messungen nur geschatzt werden kann [3]. DurchMiessung erhélt man einen Messwert
der einen Schatzwert fir den wahren Wgrtder Messgro3e darstellt. Wir haben dazu der
GroReX eine Zufallsvariable zugeordnet, deren Wertdurch die Messung geschatzt wird.
Die metrologische Aufgabe ist nun, diese Schatzunguantifizieren, indem die Frage ge-
stellt wird: Gegeben der Messwextwie wahrscheinlich ist es, dass der wahre Werist?

Mathematisch ist dies die Frage nach der bedingtahrscheinlichkeif (§|X). Die Frage ist

beantwortet, wenn man die Wahrscheinlichkeitsdicﬁl@b‘éx) (Abb. 1) angeben kann.

/(%)

~

X
Abb. 1: Wahrscheinlichkeitsdichte (engl.: probayilidensity function; abgekirzt PDF)
f(>~(|x) fur die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der veatert "X ist, gegeben den Mess-

wert x. Die Dichtefunktion hangt von der jeweilsfiigbaren Information ab

Wenn f(i|x) bekannt ist, ergeben sich der beste Schatzwediir den wahren Wert und die

ihm zugeordnete Unsicherheif(X) als Erwartungswert bzw. aus der Varianz vb(&|x)
(Gl. 1 und 2).

%= E(f(Xx) = Tm (Xx) dX (1)
W3(R) = Var(f (Xx)) = T(z ~ %)% CF (Xx) X )

Nun kommen die Messunsicherheiten ins Spiel. Jedssiihg ist mit Unsicherheiten behaf-
tet. Die Messunsicherheit wird nach dem GUM [1] o@im Symbolu(x) bezeichnet. Sie ist
jedoch keine Funktion vor, wie die Schreibweise leider suggeriert. Sie vepdachlich als
die dem Messwert zugeordnete (Standard-)Messumbeihéezeichnet.
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Sie kann abgeschatzt werden durch mehrfach wietlerhessungen, aus Erfahrungswerten
Uber das Messverfahren oder durch Informationeraadsren Quellen. Der GUM [1] unter-
scheidet zwei Arten der Ermittlung von Messunsibkéen: Typ A und Typ B. Auch wenn
haufig von Typ A und Typ B Messunsicherheiten gespen wird, sind diese als gleichwer-
tig zu betrachten, da der GUM lediglich die ArtahrErmittlung unterscheidet. Messunsi-
cherheiten enthalten im Allgemeinen viele KompoeantEinige von diesen kdnnen Uber
einen Typ A Ermittlung der Standardunsicherheit das statistischen Verteilung von wie-
derholten Messungen als Standardabweichungen emha#rden. Die anderen Komponenten,
die nach Typ B ermittelt werden, kbnnen auch d@téindardabweichungen charakterisiert
und aus Wahrscheinlichkeitsdichten (engl. probgbitiensity functions, PDFs) auf der
Grundlage der Erfahrung oder anderer Informatidraléen werden. Messunsicherheiten ent-
halten auch Komponenten systematischer Effekte, niiie Korrektionen verbunden sind.
Manchmal werden bekannte systematische Einflisd# korrigiert, sondern als Komponen-
ten der Messunsicherheit behandelt.

Nach dem VIM [5] wird die Messunsicherheitx) — etwas kryptisch — als ein Parameter be-
zeichnet, der die mdgliche Dispersion der Wetteiner MessgréRe beschreibt. Das bedeutet
im Klartext: u(x) beschreibt auf der Grundlage der verfugbarenrinédionen tber das Mess-
verfahren und den Messwertdie Unsicherheit der Schatzung des wahren Wededess-

groRex . Die Grundfrage der Metrologie ist: Wie kommt nem die PDH (i|x)? Die Ant-

wort gibt die Statistik. Und da beginnt das Prohleliass in der Metrologie einen Paradigmen-
wechsel verursacht hat.

3. Wahrscheainlichkeit und Satistik

Die Anwender des GUM leben noch in zwei verschiedewelten, der Welt der Bayes Sta-
tistik und der Welt der konventionellen oder fregiigtischen Statistik. Die beiden Welten
unterscheiden sich eklatamter Begriff Wahrscheinlichkeit hat unterschiedliche Bedeu-
tungen in der Bayes Statistik und der frequentistischen Statistik.

Die Verwendung und teilweise Vermischung der bei@atistiken mit unterschiedlichen

Wahrscheinlichkeitsbegriffen hat zu gro3er Verwagwder Begriffe, der Grundlagen und der
Sprache geftuihrt. Obwohl viele (aber bei weitem inadle) Ergebnisse der beiden Statistiken
praktisch gleich sind, durfen sie nicht vermiscleréen. Aus Grinden, die hier erlautert wer-
den, sollte in der Metrologie nur noch die BayeatiStik verwendet werden; siehe hierzu
auch [6].

Die Sicht der konventionellen oder frequentististiBtatistik ist: Wahrscheinlichkeit ist der
stochastische Grenzwert relativer Haufigkeiten ired&rholungsexperimenten. Die Kritik an
diesem frequentistischen Ansatz entziindet sichngalass einerseits nicht jede Haufigkeits-
verteilung eine Wahrscheinlichkeit reprasentiert es andererseits Wahrscheinlichkeiten
gibt, die nicht durch Haufigkeitsverteilungen inederholten Experimenten beschrieben wer-
den kdnnen.

Die Sicht der Bayes Statistik ist: Wahrscheinliahkst ein Mal3 fur das Vertrauen, das ein
Individuum in eine unsichere Aussage hat. Die Baytgistik geht davon aus, dass die ma-
thematische Wahrscheinlichkeitstheorie anwendbiazus Quantifizierung des Vertrauens,
das der Einzelne in eine unsichere Aussage habem IBayesianer sind der Ansicht, dass
mathematische Methoden, u. a. das Bayes TheorenRrdiduktregel und das Theorem der
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totalen Wahrscheinlichkeit, benutzt werden konnem, frilher ermittelte Wahrscheinlich-
keitsaussagen im Lichte neuer, relevanter Inforomadiuf einen neuen Stand zu bringen.

Diese Schlussweise nennt man in der Statistik &ajes’sches Schliel3en (engl. Bayesian
inference). Thomas Bayes (* 1702, T 1761), einisolgér Kleriker beschrieb in seinem 1763
posthum erschienenen Essay “Towards Solving a @moflah the Doctrine of Chances” [7]
das, was wir heute eine Bayes Schatzung nenmaicujating the probability of the validity
of a proposition on the basis of a prior estimaté&® probability and new relevant evidefice

Wabhrscheinlichkeit wird dabei benutzt in dem Sinnie bei der Frage nach der Wahrschein-
lichkeit, mit einem Wiirfel eine sechs zu werfenydreman gewdurfelt hat. Dem Bayesianer
fallt die Antwort ,1/6“ leicht, der Frequentist mauisntworten: Ich weil3 es nicht, ich habe
noch nicht gewdurfelt.

Fur die Metrologie haben diese unterschiedlicherhM&heinlichkeitsbegriffe gravierende
Konsequenzen. Typ B Unsicherheiten kdnnen nichtldiWiederholungsexperimente be-
schrieben werden. Daher kann die frequentistisah@s8k Typ B Unsicherheiten nicht be-
ricksichtigen. Dies geht nur mittels Bayes St&tisBanz allgemein und abstrakt ausgedruckt

kann die frequentistische Statistik nur Wahrschehhkieiten der Forrri(>4§), nicht
aberf (i|x) bestimmen; die Bayes Statistik kann sowohl Aussaper f (i|x) als auch Uber

f (XX) machen.

4. Der Ansatz des GUM: ein minimalistischer Spezialfall

In der Bayes’schen Theorie der MessunsicherheBed|[ die der GUM-Methodik zugrunde
liegt, wird die gesuchte Funktidr(i|x) mit Hilfe des Prinzips der maximalen Informations-

entropie (PME) [8] bestimmt. Das PME sagt, dassdaufGrundlage der verfigbaren Infor-
mation diejenige WahrscheinIichkeitsdichtfé3'(|x) die beste ist, die die Informationsentropie

Snach GIl. 3 maximiert:
S=-[ f(Xx) On(f (Xx))dX = max 3)

Die so bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte isteheje, die nur die verfligbare Information
nutzt und nichts ,hinzufigt®. Notwendiger Weise btuas Ergebnis vom jeweiligen Infor-
mationsstand ab. Im Supplement 1 zum GUM [1] wikdausfihrlich dargestellt. Hier soll
nur der Ansatz des GUM [1] exemplarisch vorgesteditden. Der GUM geht davon aus, dass
lediglich der Messwert und die ihm zugeordnete Messunsicherbéi} bekannt sind. Diese
Information reicht jedoch noch nicht aus, um diexMaerungsaufgabe in Gl. 3 zu lésen.

Man braucht Nebenbedingungen. Der GUM nimmt aIserbdingungerE(f(qu))=x

und Var(f(i|x)):u2(x). Mit diesen Nebenbedingungen kann GIl. 3 mit dethdeée der
Lagrange Multiplikatoren gelost werden und man krtés Ergebnis in Gl. 4.

f(Xx) = C exp- (X - x)? /2 [W*(x))) (4)
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Was bedeuten die Nebenbedingungen und was das rEs@eE(f(i|x)):x bedeutet

schlicht, dass man, wenn nur ein Messwevorliegt, dieser notwendiger Weise der beste
Schatzwert X ist. Var(f(i|x)):u2(x) bedeutet, dass die gesamte Unsicherheit Uber den

wahren WertX auf der Messunsicherheit beruht und daufifx) = u®(X) gilt. f(X|x) ist
eine Normalverteilung (Gl. 4), in darfest undX die unabhéngige Variable ist.

Mit dem Bayes Theorem (Gl. 5)

f(xji)[f(i) = f(?|x) [T (X) (5)
ergibt sich auchf (><1>~<) als Normalverteilung (Gl. 6), in derdie unabhangige Variable ist.

f (XX) = C lexp- (X - x)? /2 [W*(x))) (6)

f(x), die Wahrscheinlichkeit Uberhaupt einen Messwerti erhalten, kann unter unveran-

derten Experimentbedingungen als konstant angenonweeden.C ist eine Normierungs-
konstante.

Sind andere Informationen verfiigbar als die hiet iim GUM minimalistisch, aber allgemein
angesetzte Informatiox und u(x) ergeben sich andere Wahrscheinlichkeitsdichtefan&n,
wie sie im Supplement 1 zum GUM [2] ausfuhrlichgkstellt sind.

Zum Abschluss soll noch der allgemeinere Fall eMessgroR&Y behandelt werden, die Uber
ein Modell der Auswertun@ mit m Eingangsgrof3eK; verknupft ist (Gl. 7).

Y =G(X1, X2, Xpm) (7)

Durch Messungen erhalt man Schatzwarider wahren Werte der EingangsgroerDiese
Schatzwerte; haben die zugeordneten Messunsicherhei(gh. Durch die Auswertung er-
halt man mit Gleichung 8 einen Schatzwedes wahren Werteg der Messgro3¥ und mit

dem GUM [1] bzw. dem Supplement 1 zum GUM [2] diggeordnete Messunsicherheit aus
denu(x) dieu(y).

Y=G(X s %) - (8)

AulRerdem sei Vorinformation! verfiigbar, z.B. dass die Messgrofdeicht negativ sei. Man
beachte, dass bei einer nicht negativen Messgr@ddekswerte/ negativ sein kbnnen.

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeitsdictﬁt(eﬂy, ), die bedingte Wahrscheinlichkeit da-

fur, dass der Werly der MessgroR¥ ist, gegeben der Messwertund die Informationl.

Mit der Bayes’'schen Theorie der Messunsicherheithn&/eise und Woger [3, 4] wird das
Problem behandelt mit dem Ansatz in Gleichung 9.

f(¥y.0) = fo(¥y) T (VD) (9)
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Dabei sind fo(§1|y) der sog. Datenprior, der alle Information aus ald¢uellen Messung ent-
halt, undf (V|D) der sog. Modellprior, der die vorher existieremaf®rmation beschreibt und

damit bekannt ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkestge f(§1|y, 0) wird auch die posterior

PDF genannt. Sind lediglichundu(y) bekannt, so erhalt man mit dem PME analog zWB8Gl.
und 4, dass der Datenprit})r(37|y) eine Normalverteilung ist. Damit erhalt man diesuig:

f(Yy) =C L (YO expl- (¥ - y)* (20 (y)) (10)
Gleichungen 5 und 6 gelten analog. Fur weiterfidieelrektlire sei auf [9] verwiesen.

5. Schlussfolgerung

Mit der Bayes’'schen Theorie der Messunsicherhdiegt eine Methodik vor, die eine kon-
sistente Behandlung von Messunsicherheiten erlantWahrscheinlichkeitsaussagen uber
den wahren Wert der Messgro3e auf der Grundlage ladkannten Quellen der Unsicherheit
ermoglicht. Dies ist mit den Methoden der frequatigchen Statistik nicht moglich.
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